
导数_题集4
试题
T1

新月

设函数 f(x) = sinx+ 1
2 sin 2x+

1
3 sin 3x+ x(0 ≤ x ≤ 2π) .

(1) 求曲线 y = f(x) 在 (π, f(π)) 处的切线方程 .
(2) 求 f(x) 的单调区间 .

附：cos 3x = 4 cos3 x− 3 cosx

T2

新月

设函数 f(x) = ax3 − x2 − 2 cosx(a ∈ R) .
(1) 若 a = 0，求 f(x) 的单调区间.
(2) 若 f(x) 在 [0,+∞) 上单调递增，求 a 的取值范围.

T3

上弦月

2025年成都七中高三12月阶段性考试
已知 x(lnx+ 2) ≤ ax2 + 2

a lnx 对 ∀x ≥ e 恒成立，则实数 a 的取值范围是  .

T4

上弦月

已知函数 f(x) = a lnx+ x+ b− a 在区间 [1, e] 上有零点，若 a2 + b2 ≥ m 恒成立，则 m 的最
大值为  .

–

–



T5

上弦月

设函数 f(x) = ax+ sinx+ cosx，若 f(x) 的图像上存在不同的两点 A,B 使得 f(x) 在 A,B 点
处的切线互相垂直，则实数 a 的取值范围是  .

T6

上弦月

2011 年浙江卷
设函数 f(x) = (x− a)2 lnx，a ∈ R .
(1) 若 x = e 为 y = f(x) 的极值点，求实数 a .
(2) 求实数 a 的取值范围，使得对任意的 x ∈ (0, 3e]，恒有 f(x) ≤ 4e2 成立.

T7

上弦月

(1) 证明：当 x ∈ (0, π
2 ) 时，tanx > x .

(2) 设方程 tanx = x 的正根从小到大依次排列，第 n 个为 xn (n ∈ N∗) . 证明：

π < xn+1 − xn < π+
1

(n2 + n)π

T8

上弦月

2022-2023极光杯跨年线上测试
设函数 f(x) = 3 sin 2x+ 2 sin 3x cosx+ ax，a ∈ R.
(1) 若 f(x) 在 (0, f(0)) 处的切线的倾斜角为 π4，求 a .
(2) 若 f(x) 单调递增，求 a 的取值范围.
(3) 证明：对任意 n ∈ N∗，cos 2x+ cos 4x+⋯+ cos 22n−2x+ cos 22n−1x+ n ≥ 0 .

T9

–



上弦月

已知函数 f(x) = aex − ln x
a (a ≠ 0)

(1) 当 x > 0，a > 0 时，求 f(x) 的零点个数.
(2) 当 x < 0，a < 0 时，求 f(x) 的零点个数.

答案
T1

答案： (1) y = π (2) 单增区间是 (0, π
3 )，( π2 ,

3π
2 ) ，( 5π3 , 2π)；单减区间是 ( π3 ,

π
2 )，( 3π2 ,

5π
3 ) .

提示：比较简单 .

T2

答案：(1) 单增区间为 (−∞, 0)，单减区间为 (0,+∞) (2) [ 2
3π , +∞)

提示：第二问即 3ax2 − 2x+ 2 sinx ≥ 0 在 [0,+∞) 恒成立。优先考虑分离参数，当 x = 0

时，不等式成立；当 x > 0 时，有

a ≥
2(x− sinx)

3x2

然后判别有无未定式。显然当 x = 0 时，右边是未定式 00，这说明分参的做法有风险。但如果
我们坚持继续讨论函数 g(x) = 2(x−sinx)

3x2  的性质，容易得出其最大值为 g(π) = 2
3π，并非 x→ 0

处的极限值，所以 a ≥ 2
3π  。

从端点效应的角度看，本题是典型的“端点效应失效”问题，类似的还有2020年全国一卷理科数
学的导数题。我一直对端点效益这种手段、以及恬不知耻的命题人根据端点效应出的劣质导数
题深恶痛绝。对于”恒成立求参数取值范围“这种古老的题型，坚持使用最朴素的两种方法——
分离参数和分类讨论。

T3

答案：[ 2e , +∞) ∪ { 2
e2
}

提示：显然 a > 0 。不等式可以写成 (ax− 2)(lnx− ax) ≤ 0，有两种情形：

lnx− ax ≤ 0 恒成立，即 a ≥ 1
e  ，此时必须有 ax− 2 ≥ 0 恒成立，则 ae− 2 ≥ 0，得

a ≥ 2
e  ，综合两个范围可得 a ≥ 2

e  。
lnx− ax 有两个零点 x1,x2，不妨设 x2 是较大的零点，则 x2 必须也是 ax− 2 的零点
（从“穿根引线”的角度来看，相当于重根，此时穿根引线不穿过 x 轴），于是 x2 = 2

a
，即



T4

答案： 12
提示：套路题。有两种方法：

(x1y1 + x2y2)2 ≤ (x21 + x22)(y
2
1 + y22)

可得 0 = (1 − lnx0)a− b− x0 ≤√[(lnx0 − 1)2 + 1](a2 + b2) − x0 ，于是
a2 + b2 ≥ x20

(1−lnx0)2+1
，之后同上。

这类题目的源头是 2022年天津卷导数题：

已知 f(x) = ex − a sinx，g(x) = b√x，若函数 f(x) 与 g(x) 的图像有公共点，证明：
a2 + b2 > e .

T5

答案：[−1, 1]

提示：f ′(x) = a+ cosx− sinx，由题意知存在 x1 ≠ x2，使得

f ′(x1)f ′(x2) = −1

成立，关键是如何翻译这个条件。假设 f ′(x) 的值域是 [b, c]，其中 b < 0，c > 0，容易知道
f ′(x1)f ′(x2) 的取值范围是 [bc, c2] 。所以，只需要保证 bc ≤ −1 即可。
容易求出 f ′(x) 的值域为 [a−√2, a+√2]，所以 a2 − 2 ≤ −1 ，解得 −1 ≤ a ≤ 1 。

T6

答案：(1) e 或 3e (2) [3e− 2e
√ln(3e)

, 3e]

提示： 本题也是典中典中典，教科书级别的导数题。

ln 2
a − 2 = 0，解得 a = 2

e2
 。这里还有一个比较隐晦的点，那就是较小的零点 x1 还要满

足 x1 ≤ e（因为在 x1 处，穿根引线会穿过 x 轴），但容易验证当 a = 2
e2

 时，确实有
x1 < e ，因为 ln e− 2

e2
⋅ e > 0 。

设零点为 x0，则 a lnx0 + x0 + b− a = 0，写成 b = (1 − lnx0)a− x0，可以看成直线的斜
截式方程，点 (a, b) 在这条直线上，则 a2 + b2 就是点 (a, b) 到原点距离的平方，其最小值
就是原点到该直线的距离的平方，即 (a2 + b2)min =

x20
(1−lnx0)2+1

，求导后容易证明函数
x2

(1−lnx)2+1  是单调递增的，其最小值在 x0 = 1 处取到，为 12  。

设零点为 x0，则 a lnx0 + x0 + b− a = 0，根据柯西不等式：



第一问根据 f ′(e) = 0 求出 a = e 或 a = 3e，但是这只是极值点的必要条件，还要检验是否为
“变号”零点，经检验两个解都符合题意。
第二问是一个典型的“恒成立求参数取值范围”问题，(按照我的原则)优先考虑分离参数。首先
显然当 x < 1 时，不等式肯定成立；于是考虑 x > 1，就有：

−
2e

√lnx
≤ x− a ≤

2e

√lnx

进而

x−
2e

√lnx
≤ a ≤ x+

2e

√lnx

你可能会想：这么奇怪的函数能求最值？还真能。实际上，只要没有出现未定式，我们都可以
放心地求导、求最值。首先左边的函数显然单增，于是

a ≥ 3e−
2e

√ln 3e

右边的函数求导后可知其最大值在 x = e 的时候取到，为 3e，则

a ≤ 3e

综上，3e− 2e
√ln 3e

≤ a ≤ 3e 。
这道题目之所以称为经典，除了考场上不太敢用的分参（因为 a 在平方内），还在于解法的
多样性。其实本题也可以正常对 f(x) 求导讨论，用隐零点的方法解决，读者不妨一试。

T7

答案：略
提示：
第一问是平凡的，意义在于提示了第二问需要使用不等式 tanx > x 。
第二问，显然 nπ < xn < (n+ 1

2 )π ，由于 xn 和 xn+1 不在 tanx 的同一个单调区间上，自然
要想到把它们都转化到同一单调区间 (0, π

2 ) 上。由于 xn − nπ ∈ (0, π
2 ) ，这就完成了转化，其

中的 nπ 是可以通过 tanx 的周期性消去的。于是

由于 xn+1 > xn，故 tan(xn+1 − (n+ 1)π) > tan(xn − nπ) ，利用 (0, π
2 ) 上的单调性得

xn+1 − (n+ 1)π > xn − nπ

即 xn+1 − xn > π ，左边不等式得证。
直觉上，右边的不等式不能像左边一样简单通过单调性证明，肯定需要放缩，而题目第一问明
确提示了不等式 tanx > x ，这个不等式的成立条件是 0 < x < π

2，注意到
xn+1 − xn − π ∈ (0, π

2 )，故

tan(xn − nπ) = tanxn = xn

tan(xn+1 − (n+ 1)π) = tanxn+1 = xn+1



整理得 xn+1 − xn − π < π
xnxn+1

，又因为 xn > nπ，xn+1 > (n+ 1)π，故

xn+1 − xn − π <
π

n(n+ 1)π2
=

1
(n2 + n)π

右边不等式得证。

贯穿本题始终的一个思想，就是把 xn 和 xn+1 分别减去 nπ 和 (n+ 1)π，转化到同一单增区间
(0, π

2 ) 上。这样不仅能利用 tanx 的单调性解决左边不等式，还能用不等式 tanx > x 解决右
边不等式。

T8

答案： (1) −11 (2) [6,+∞) (3) 略
提示：本题的第一个难点是三角恒等变换：

其中用到了积化和差：

第二问，由 f ′(x) ≥ 0 知 a− 6 ≥ 0，则 a ≥ 6 。
第三问，首先需要思考前两问提示了我们什么不等式。在求解第二问的过程中，我们计算出了

2 cos 2x+ cos 4x ≥ −
3
2

从而

xn+1 − xn − π < tan(xn+1 − xn − π)
= tan(xn+1 − xn)

=
tanxn+1 − tanxn
1 + tanxn+1 tanxn

=
xn+1 − xn

1 + xnxn+1

f ′(x) = 6 cos 2x+ 6 cos 3x cosx− 2 sin 3x sinx+ a

= 4 cos 4x+ 8 cos 2x+ a

= 8 cos2 2x+ 8 cos 2x+ a− 4

= 8(cos 2x+
1
2
)2 + a− 6

≥ a− 6

cos θ cosα =
1
2
[ cos(θ+ α) + cos(θ− α)]

sin θ sinα =
1
2
[ cos(θ− α) − cos(θ+ α)]



把这 2n− 2 个不等式累加，得到

2 cos 2x+ 3(cos 4x+ cos 8x+⋯+ cos 22n−2x) + cos 22n−1x ≥ 3 − 3n

又因为 cos 2x+ 2 cos 22n−1x ≥ −3 （显然），把上面的式子加上这部分，就有

证毕。
本题与 2020年全国二卷[理] 的导数题非常相似：

已知函数 f(x) = sin2 x sin 2x .
(1) 讨论 f(x) 在区间 (0,π) 的单调性.
(2) 证明：|f(x)| ≤ 3√3

8  .
(3) 设 n ∈ N∗，证明：sin2 x sin2 2x sin2 4x⋯sin2 2nx ≤ 3n

4n  .

T9

答案：(1) 0 < a < 1
e  时两个零点；a = 1

e  时一个零点；a > 1
e  时无零点。 (2) −e ≤ a < 0 时

一个零点；a > −e 时三个零点。
提示：本题精彩至极。
先求导： f ′(x) = aex − 1

x = axex−1
x  。

第一问有 a > 0,x > 0，则 axex − 1 是递增的，而且显然有一个零点 x0，就是 f(x) 的最小值
点。考虑到当 x→ 0，f(x) → −∞；当 x→ +∞，f(x) → +∞，故 f(x) 的零点个数完全由最
小值 f(x0) 的正负性决定。这是一个隐零点问题，隐零点 x0 满足 ax0ex0 − 1 = 0，下面计算
的时候，优先考虑把参数 a 消去：

构造函数 g(x) = 1
x − x− 2 lnx，求导容易证明 g(x) 单减，再考虑到 g(1) = 0，故我们有：

2 cos 2x+ cos 4x ≥ −
3
2

2 cos 4x+ cos 8x ≥ −
3
2

2 cos 8x+ cos 16x ≥ −
3
2

⋯

2cos 22n−2x+ cos 22n−1x ≥ −
3
2

cos 2x+ cos 4x+⋯+ cos 22n−1x ≥ −n

f(x0) = aex0 − ln
x0

a

=
1
x0

− x0 − 2 lnx0

当 0 < x0 < 1，即 f ′(1) > 0⟹ a > 1
e  时，f(x0) > 0，f(x) 无零点；

当 x0 = 1，即 f ′(1) = 0⟹ a = 1
e  时，f(x0) = 0，f(x) 有一个零点；

当 x0 > 1，即 f ′(1) < 0⟹ 0 < a < 1
e

 时，f(x0) < 0，f(x) 有两个零点。



第二问，重新审视一下 axex − 1 这个函数，求导易证其先增后减，最大值在 x = −1 处，为
− a

e − 1，再考虑到 x→ 0 时，axex − 1 → −1；x→ −∞ 时，axex − 1 → −1 。于是这个函
数的零点（对应着 f(x) 的极值点）根据其最大值 − a

e − 1 的正负，有三种情形：

这里的 x1,x2 应该分别是 f(x) 的极大值点和极小值点（还是因为 f ′(x) 分母的 x 是负的）。
于是函数 f(x) 的图像大致如下：

于是 f(x) 的零点个数由极大值 f(x1) 和极小值 f(x2) 的正负决定。这又是一个隐零点问题，
隐零点 x1,x2 满足方程 axex − 1 = 0，跟第一问类似，计算出：

当 − a
e
− 1 < 0 ，即 a > −e 时，f ′(x) > 0 恒成立（注意分母的 x 是负的），f(x) 单调递

增。再由 x→ 0 时，f(x) → +∞；x→ −∞ 时，f(x) → −∞，故此时 f(x) 有一个零点；
当 − a

e − 1 = 0，即 a = −e 时，f ′(x) ≥ 0 恒成立，跟上面一样，f(x) 有一个零点；
当 − a

e − 1 < 0，即 a < −e 时，axex − 1 有两个零点 x1,x2，图象大致如下：

f(x1) =
1
x1

− x1 − 2 ln(−x1)

f(x2) =
1
x2

− x2 − 2 ln(−x2)



注意由于 x1,x2 是负的，lnx21 应该等于 2 ln(−x1)，这里跟第一问是不一样的。
要判断 f(x1), f(x2) 的正负性，我们构造函数 h(x) = 1

x − x− 2 ln(−x),x < 0，求导容易证明
h(x) 是单调递减的，再考虑到 h(−1) = 0，以及 x1 < −1 < x2 ，可得 f(x1) > 0，f(x2) < 0，
从而函数 f(x) 有三个零点。

第二问很有趣，f(x) 的零点个数随着 a 的改变，直接跳过了“两个零点”的情形，只可能是一个
零点或者三个零点。


